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1 Introduccién

Para transformar unas coordenadas dadas en un sistema de referencia a otro
sistema es necesario realizar diversas operaciones matematicas consistentes en aplicar
giros, traslaciones y factores de escala sobre las coordenadas del sistema origen. La
transformacion Helmert es una metodologia que lleva a cabo dichas transformaciones
entre sistemas de referencia.

En el caso de trabajar en el espacio tridimensional, la transformacion consta de 7
pardmetros, ya que estd compuesta de tres rotaciones, tres traslaciones y un factor de
escala.

Existen dos variantes de la transformacion Helmert, el método de Bursa- Wolf y
el de Molodensky-Badekas. Ambos métodos usan minimos cuadrados para deducir los
pardmetros de la transformacion, pero en el segundo los datos son trasladados al origen
como baricentro de cada sistema de coordenadas. Asi el método de Molodensky-
Badekas se usa en el caso en el que la diferencia entre los sistemas de referencia es muy
grande ya que se puede producir un mal condicionamiento de la matriz del sistema de
las ecuaciones normales. Por ejemplo, en el caso en el que los puntos estan distribuidos
en una zona muy pequefia de la Tierra y se dispone de un sistema local en el que se
miden dichos puntos y un sistema global, como pueda ser el 1Gb08, al que se quieren
referir. Es este el caso que nos concierne y que describiremos en el siguiente epigrafe.

Cuando se habla de la transformacion Helmert, en realidad estamos hablando de
dos tipos de problemas que vamos a tratar por separado en el presente informe. El
primer problema consiste en, dados varios puntos (al menos 2 y una coordenada de un
tercero) en dos sistemas de referencia distintos, determinar los parametros de la
transformacion, es decir las rotaciones, las traslaciones y el factor de escala. El segundo
problema, por otro lado, consiste en, conocidos los 7 pardmetros de la transformacion
transformar las coordenadas de un sistema en otro.

En general, si no se conocen los parametros de la transformacion, en primer
lugar sera necesario calcular dichos parametros a partir de varios puntos en ambos
sistemas, y en segundo lugar, aplicar los parametros calculados al resto de los puntos.
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2 Deduccion de los 7 parametros de la transformacion Helmert 3D
entre dos sistemas de referencia a través del método Molodensky-
Badekas.

Vamos a tratar el primero de los problemas en relacion con la transformacion
Helmert de 7 pardmetros, esto es dados n puntos, siendo n = 3 , en dos sistemas de
referencia distintos calcular los pardmetros de la transformacion entre los dos sistemas
con su matriz de varianza covarianza asociada.

Generalizando vamos a considerar las n coordenadas en los dos sistemas de
referencia como observaciones, de manera que cada coordenada tendrd su propia
precision. Vamos a establecer dos sistemas de referencia que vamos a llamar sistema
origen o local, en el que las coordenadas de los puntos las denotaremos (x,y,z) V el
sistema final o global, en el que las coordenadas de los puntos seran denotadas como
X,Y,2).

La relacion entre ambos sistemas escrita en forma matricial viene dada por:

X cosf; sinf; 0\ fcosf, 0 -—sinfy,\ /1 0 0 X
(Y) =5 (—sin 6; cosb, 0) ( 0 1 0 > (0 cosf; sin 91> (y) +
Z 0 0 1/ \sin8, 0 cos#@, 0 —sinf; cosB/ ‘z

donde:

GExis

S es el factor de escala.

05 es el angulo de rotacién alrededor del eje z.
0, es el angulo de rotacién alrededor del eje y.
0, es el angulo de rotacion alrededor del eje x.

Ty, T,, T, son las traslaciones a lo largo de los ejes X, y y z respectivamente.

Al producto de las tres rotaciones lo vamos a denotar como:

1 T21 T3 cosf; sinf; 0\ scosf, 0 —sinb,\ /1 0 0
r=<7‘12 T22 7”32>=<—sin93 cos 63 0)( 0 1 0 )(0 cos 6, sin91>

3 Tz T33 0 0 1/ \sin8, 0 cos®H, 0 —sinf; cos6,
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donde:

T11 = C0S 6, cos O,

11, = sinf, sin B, cos O3 + cos B, sin O,

713 = —co0s 8, sin 6, cos 5 + sin B, sin O,
737 = —C0s 6, sin6;
Ty, = —sin 6, sin 6, sin 65 + cos 6, cos O

T3 = €0s 6, sin 6, sin 65 + sin 8, cos 63
r3; = sin @,
r3, = —sin 6@, cos b,

T33 = €0s 6, cos O,

Podemos escribir asi, las relaciones entre los dos sistemas como:

X = S(T'llx + 1Y + T3lz) + TX
Y = S(lex + Tzzy + 7'32Z) + Ty
Z = S(T13X + 3Y + T33Z) + TZ

Para resolver este sistema y deducir los pardmetros se necesitan conocer al
menos dos puntos y una coordenada de un tercero, para tener un sistema con siete
ecuaciones y siete incdgnitas. En el caso general se tienen mas ecuaciones que
incdgnitas, por lo que para deducir los parametros es necesario recurrir a una estimacion
a través de un ajuste minimos cuadrados. El primer paso para llevar a cabo dicho ajuste
consiste en linealizar las ecuaciones.

Como ya hemos dicho con anterioridad, vamos a considerar tanto las
coordenadas (X, Y, Z) como las (x, y,z) como observaciones, de manera que en realidad
realizaremos un Ajuste Minimos Cuadrados Mixto.

Empezamos linealizando el modelo F(X,L) = 0:

oF

oF
F(Xo,Lo) + =% X —X,) +
aL Xo.Lo

X Xorlo (L—Lo)=0
donde:

X son los parametros.

L son las observaciones.

X, son los valores aproximados de los parametros.

L, son los valores aproximados de las observaciones.
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De manera que se llega a un ajuste Mixto de la forma:

Ax+Bv =t

donde a=%| | p=%
204 Xo,Lo oL Xo,Lo

y t = _F(Xo,Lo).

En este caso las ecuaciones que tenemos que linealizar son las siguientes:

F = X = S(T‘llx + ‘ery + 7"312) + TX
G = Y = S(rlzx + ‘rzzy + 7"322) + Ty
H=7= S(T13X + 3y + T33Z) + TZ

Linealizaremos como ejemplo la primera de las ecuaciones:

oF oF

F = F(X,,Lo) +Z—F S-Sy +6—F (61— 61,) + = (02— 635) + - (65— 63,) + (Te = Tap)
Sl ro 6y, ,, 6,141, 3sly, . OTcly 1.

+ :—71:; . (1,-1,,)+ +§—£ . (T,—T,,) + Z_;F( . (X —X,) + 3—5 . (Y —Y,) + 3—5 . Z-1,)
5, G o] emw

con

Fo = F(Xo,Lo) = [S(ri1x + 121y + 1312)]o
Tomaremos la siguiente notacion:

ds =S-S5,
do, =6, — 6, do, = 6, — 6,, ds = 65— 65,
dT, =T, — Ty, T, =T, =Ty, T, =T, — Ty,
vy =X — X, vy =YY, v, =7Z—-1Z,
Uy =X — X v, =Y =Y v, =2z—2,

De la misma manera procederiamos para linealizar G y H, llegando finalmente a
un sistema de la forma

Ax+Bv =t

donde:

x = (dS, d6y,d6,, dbs, dTy, dT,,dT,)"

T
v = (vxll vyll V21, Vx1, Vy1, Vz1, Ux2s Uyz, V220 Vx2, Vy2, Vz2) see ee ven » Uxns Uyn' Vzn» Uxn» Vyns UZn)



t=—-F(Xy Ly) =

donde:
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FxO

Fyo

FZO

(s, G,
), Ga), G,
), (

> <6H 0H
o \00,

1 0 O

)

) 0 1 0|deorden3n><7
0

>0001/

0
aG

a6,
oH
a0,

), (
), (

005

aF
_S =1 X+ 1y +13:2

aG
P _S =TX 1y + 13,2

a 2.

aF aG aH
— = — = —=S(rzx + T33Z
20, 26, (riax + 13y + 71332) 70
aF . . .
Fre S(—xsin6, cos@; + ysin B, sinf; + z cos 6,)
a6 . . . . .
e S(x sin 8, cos 8, cos 8; — y sin B, cos 8, sin 65 + zsin B, sin 6,)
2
OH . .
P S(—x cos 6, cosB, cosB; + y cos O, cos B, sinf; — z cos 6, sin 6,)
2
oF 3G oH
—— = S(1rp1 X — 111Y) —— = S(ryx + 112Y) —— = S(ry3x — 113Y)
963 963 205
OF _0G _ 0H _
T, aT,  aT,
OF _0G _OH _OF _09G _ OH _

Ty 9Ty 9T, 9T, 0T,  aT,

or or 9 @F 9 @ oo
ax 09y 0z ax oy oz T
aG aG aG aG aG aG
B=|3% 3 2. 2x av 3z O 0 | de orden 3n x 6n
o PH P oM aH oW o
ax Ay oz ax  ay oz T
donde:
oF oF oF
Pl St 2 =Sr, P Sri3
oF oF dF
ax= Tl =0 =0
G aG G
;=ST21 ; E=Srzz ; E—Srzs
G G G
x= 0 =L z=0
oH OH OH
5257’31 ; 5257‘32 H EZST33
o0H o0H OH
a0 H=0 =1

0H
_S =T13X + 13y + 1332

20, S(rizX + 125y + 1322)
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2.1 Valores iniciales para el Ajuste Mixto Minimos Cuadrados

Para realizar el ajuste mixto por minimos cuadrados se necesitan unos valores
iniciales de los parametros desde los cuales partir. Para determinarlos tomaremos uno de
los puntos del cual conocemos sus coordenadas en los dos sistemas de referencia y
calcularemos las transformaciones que hay que realizar sobre dichos ejes para hacerlos
coincidir. Sin embargo, para facilitar los calculos supondremos el problema equivalente
de considerar un mismo sistema de referencia en el que se dan dos puntos distintos P y
P’y se quiere convertir uno en el otro. Para llevarlo a cabo se iran proyectando los
puntos sobre los distintos planos y a continuacion se irdn rotando los angulos que se
vayan calculando.

Empezaremos deduciendo la rotacién sobre el eje Z para lo cual proyectamos los
puntos sobre el plano XY.

Figura.1l

En la Figura.1l se observa que el giro que tendremos que hacer para transformar
la proyeccién de P’ en P viene dada por:

a=a —ay

siendo:
y
a, = arctan—
X

. Y
a, = arctan —
2 X

Una vez calculado a se gira P’ alrededor del eje Z dicho angulo obteniendo un
nuevo punto P’. Para este nuevo punto obtenido hay que deducir el angulo que hay que
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rotar sobre el eje Y. El procedimiento se hace de forma analoga pero ahora la proyeccion
de los puntos se hace sobre el eje XZ. El giro alrededor del eje Y vendra dado por:

B =P~ B

siendo:

x
[; = arctan—
z

B, = arc anZ

Siguiendo el mismo procedimiento se calcula por Gltimo la rotacion sobre el eje
X gue vendra dada por:

Y =Y1—72
siendo:

Z
y, = arctan—
y

¥z = arctan;

2.2 Reduccioén de los datos a los Baricentros de cada sistema

Como ya sefialamos en la introduccion, en el caso en el que la diferencia entre
los dos sistemas de referencia entre los que se quiere transformar sea muy grande, se
puede producir un mal condicionamiento de la matriz del sistema de ecuaciones
normales de manera que funcione el método que hemos detallado con anterioridad. Este
fallo se puede obviar usando el modelo de Badekas-Molodensky que consiste en
referenciar los datos a un origen que sera el Baricentro de cada sistema de referencia
realizando traslaciones y a partir de ahi realizar el ajuste mixto minimos cuadrados para
estimar los parametros de la transformacion. Finalizado el ajuste es necesario deshacer
los cambios, esto es, deshacer las traslaciones.

2.3 Soluciones y Formulacion del AJUSTE MIXTO

Una vez establecido el problema del Ajuste Mixto, donde las matrices A €
R™ B e R™™ ty P e R™™ (matriz de pesos) son conocidas, la solucion viene
dada a partir de la siguiente formulacion:
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La estimacidn de los parametros viene dada por:

£=ATM 1A TATM 1t
donde

M =BP'BT

Los residuales estimados son:
9 =P 'B"TM~I(t — A%)
La matriz de varianzas covarianzas de los parametros Vary; Viene dada por:
Vargz = 65 Qzz
donde @ es la matriz cofactor de los parametros que viene dada por:

Qs =N71, con N=ATM™1A

y la varianza a posteriori @,> es:

Las observaciones ajustadas L vienen dadas por

L=L+7

donde L son las observaciones sin ajustar.
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3 Transformacién entre sistemas de referencia conocidos los 7
parametros.

La relacion entre las coordenadas de los puntos del sistema origen o local, que
vamos a denotar (x;,y;, z;) y las coordenadas en el sistema final o global, (X ,Yg,Zg),
como ya hemos visto en la seccion anterior, viene dada por:

Xy = S(rix + 10y +1312) + Ty
Yy = S(rix; + 1oy +1322) + T,
Zg = S(rizx; + 123y +1332) + T,

De manera que conociendo las coordenadas en el sistema origen, y los
pardmetros de la transformacion, esto es, las rotaciones, las traslaciones y el factor de
escala se pueden obtener las coordenadas del punto en el sistema final.

Ahora bien, para transformar la matriz de varianzas covarianzas de las
coordenadas en el sistema origen y obtener la matriz de varianzas covarianzas de las
coordenadas en el sistema final es necesario usar la ley de propagacién de la varianzas
covarianzas, que nos dice que la nueva matriz de varianzas covarianzas transformada,
Y oxg Viene dada por:

2.

donde ] es la matriz Jacobianay ), %
coordenadas en el sistema origen que podemos expresar como:

=7y T

, €8 la matriz de varianzas covarianzas de las

XGXG

X

2
le1 0X113’11 O-3511211 """"" axllzln
2
= O-J/l1xl1 O-J/l UYl1Zl1 """"" 0-3’112171
O-Zlnxll O-Zlnyll O-Zlnzll """"" azln

Sin embargo, si consideramos gque no solo queremos transmitir los errores de las
coordenadas en el sistema origen si no también queremos transmitir también los errores
de los parametros calculados, es decir los errores de las traslaciones, giros y factor de
escala, tendremos que:

> =jar

XGXG

10
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- Aes lasiguiente matriz:

2

() o Oy ) eer e e o T g weeer e o
xoooxnYy o *nZn Xz XS T x16p T,
2
0,7 O, wever e g o N
YpXun Y, Ynn YiuZim - YnS "Y1 yuTz
o o o [STSYo N S SN o
ZnXn 2y Zmfn Zn S T 26y 2T,
- 2
A Tsey Osy, Oszy v Osg s sy v o Osr
o o T ) eeevee e [P o
O1x1 “ 01y, T 012 012, ~ 615 7 0 01T,
g g g g O ¢ O o, 2
T,x1 Ty Tz Tz DT, W00 = P,

que en realidad podemos descomponer en cuatro sub-matrices:
0 - 0

Y. )

0 - 0

o) 2,

donde ». , es la matriz de varianzas covarianzas de los parametros y viene
dada por:

A=

2
O5° Tgg, e ven o

2
Tgys 06, e wee

Or,s 07,6,

que se puede determinar del ajuste minimos cuadrados de la transformacién de 7
parametros.

- J es la matriz Jacobiana que viene dada por:

0X,, 0X, 0X, 0X,, 0X, 0X, 0X, 0X, 090X, 0X, 0X, 0X,
aygl 6Y91 aYQ1 aygl aygl 6Y91 ayéh ayéh aygl ayéh aygl ay&h
Gx, y, u, Ox, "0z, @S 90, 06, 36, T, oI, oT,
0Zy, 0Zy, 0Zg 0Zg 0Zy, 0Zy 0Zy 0Zg 0Z, 0Z, 0Z; 0Zg
1= Bx, Oy, O, ov," " 0n, 35 36, 06, 36, OT, 9T, O,
0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X,, 0X, 0X,,
ox, 3y, 0z, Om, " dn, 05 36, 36, 98, T, O, T,
02y, 02y, 0%y, 0%y, 02y, 02y, 0%y, 0%y, 2o, 02y, 02y, 02,

11
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donde
Z_’Z =Sty Z—;‘i S1y2; Z—}Z St3z
Zix"j = Sry3; Z_f,g; = S13; Zzz!j = T3
% =T11X F 1Y + 1312
Z—Y; =TipX; + 1Y + 1327
% = T13X; + T3Y) T 1337
Xy 0% 0%y

donde:

0X, 07y 0ry, 03
70, S(a_olxl *36,”" a—efl)
0X, ory, 0ry, 03
a_az_S(_ez et 7
0X,  (0ry 0ry, 03
=2 =S5 1T 34
a6, 0, " 96,7 " 90,
Y, ary, ary, 03,
70 =SGam 70t 507)
Y, 01y, ary, 03,
70=SGan+aent7an)
Y, 01y, ary, 03,
—93-5(—93"1%—93 , aegzl)
Lo (O, O O
a6, 0, a6, 0,
0Z, ory3 0ry3 0133
a—az-s(—ez’“ﬁ , _922’)
0Z, ory3 0ry3 0133
o =Syt otz
06, 06, 06, d 6,
%21 = —sin 6, cos b,
ar,
6_911 = —cos 6,sinf;

3
ZTT“ = cos 6, sin @, cosf; — sinf,; sinf; = —
ary,

6_92 = sin 6, cos 6, cos O,
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Ory, . . .
—— = —sin#; sinf,sinf; + cosf; cosH; = 13,
003
0ry3 . . )
—— =sin#,; sinf, cos 3 + cos B, sinf; =1y,
00,
0ry3
90, = —c0s6; cosf,cosb;
Ory3 . . .
—— =c0s0;sinf, sinf; + sin; cos O3 = 1,3
003
0y
—— =sin#,sin@
26, 2 3
0y
0—93 = —cosf,cosO; = -1y,
0132 . . .
= —cos 6, sinf,sinf; —sinf; cos; = —1,3
00,
%22 _ _inf, cos 6, sin6
= —sin#; cos 6, sin
a0, 1 2 3
Ty, . , .
—-— = —sinf;sin@, cosf; — cos B, sinf; = -1y,
005
013 . . .
—— = —sin#, sinf, sinf5 + cos B, cos O; = 1,,
00,
Ores 8, cos 8, sin 6
= cos 6, cos 6, sin
a0, 1 2 3
0733 . . .
= cos 0, sin @, cos O3 — sin b, sinf; = —1y5
006,
0rsy
= cosf
20, z
0r3,
90, = —cosf,cosb8, = —133
0r3,
——— =sin#,; siné
a0, 1 2
0133 .
90, = —sinf,cos 6, =13,
033
——— = —cosf,;sinf
692 1 2

13
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