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1 Introducción  

 

Para transformar unas coordenadas dadas en un sistema de referencia a otro 

sistema es necesario realizar diversas operaciones matemáticas consistentes en aplicar 

giros, traslaciones y factores de escala sobre las coordenadas del sistema origen. La 

transformación Helmert es una metodología que lleva a cabo dichas transformaciones 

entre sistemas de referencia.  

En el caso de trabajar en el espacio tridimensional, la transformación consta de 7 

parámetros, ya que está compuesta de tres rotaciones, tres traslaciones y un factor de 

escala. 

Existen dos variantes de la transformación Helmert, el método de Bursa- Wolf y 

el de Molodensky-Badekas. Ambos métodos usan mínimos cuadrados para deducir los 

parámetros de la transformación, pero en el segundo los datos son trasladados al origen 

como baricentro de cada sistema de coordenadas. Así el método de Molodensky- 

Badekas se usa en el caso en el que la diferencia entre los sistemas de referencia es muy 

grande ya que se puede producir un mal condicionamiento de la matriz del sistema de 

las ecuaciones normales. Por ejemplo, en el caso en el que los puntos están distribuidos 

en una zona muy pequeña de la Tierra y se dispone de un sistema local  en el que se 

miden dichos puntos y un sistema global, como pueda ser el IGb08, al que se quieren 

referir. Es este el caso que nos concierne y que describiremos en el siguiente epígrafe.  

Cuando se habla de la transformación Helmert, en realidad estamos hablando de 

dos tipos de problemas que vamos a tratar por separado en el presente informe. El 

primer problema consiste en, dados varios puntos (al menos 2 y una coordenada de un 

tercero) en dos sistemas de referencia distintos, determinar los parámetros de la 

transformación, es decir las rotaciones, las traslaciones y el factor de escala. El segundo 

problema, por otro lado, consiste en, conocidos los 7 parámetros de la transformación 

transformar las coordenadas de un sistema en otro.  

En general, si no se conocen los parámetros de la transformación, en primer 

lugar será necesario calcular dichos parámetros a partir de varios puntos en ambos 

sistemas, y en segundo lugar, aplicar los parámetros calculados al resto de los puntos.   
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2 Deducción de los 7 parámetros de la transformación Helmert 3D 

entre dos sistemas de referencia a través del método Molodensky-

Badekas. 

 

Vamos a tratar el primero de los problemas en relación con la transformación 

Helmert de 7 parámetros, esto es dados n puntos, siendo     , en dos sistemas de 

referencia distintos calcular los parámetros de la transformación entre los dos sistemas 

con su matriz de varianza covarianza asociada. 

Generalizando vamos a considerar las n coordenadas en los dos sistemas de 

referencia como observaciones, de manera que cada coordenada tendrá su propia 

precisión. Vamos a establecer dos sistemas de referencia que vamos a llamar sistema 

origen o local, en el que las coordenadas de los puntos las denotaremos          y el 

sistema final o global, en el que las coordenadas de los puntos serán denotadas como 

       . 

La relación entre ambos sistemas escrita en forma matricial viene dada por: 

 

 
 
 
 
    

           
            

   

   
            

   
           

  
   
           

            

  
 
 
 
   

  

  

  

  

donde: 

  es el factor de escala. 

   es el ángulo de rotación alrededor del eje z. 

   es el ángulo de rotación alrededor del eje y. 

   es el ángulo de rotación alrededor del eje x. 

  ,   ,    son las traslaciones a lo largo de los ejes x, y y z respectivamente. 

 

Al producto de las tres rotaciones lo vamos a denotar como: 
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donde: 

               

                               

                                

                

                                

                               

          

                

               

 

Podemos escribir así, las relaciones entre los dos sistemas como:  

 

                      

                      

                      

  

Para resolver este sistema y deducir los parámetros se necesitan conocer al 

menos dos puntos y una coordenada de un tercero, para tener un sistema con siete 

ecuaciones y siete incógnitas.  En el caso general se tienen más ecuaciones que 

incógnitas, por lo que para deducir los parámetros es necesario recurrir a una estimación 

a través de un ajuste mínimos cuadrados. El primer paso para llevar a cabo dicho ajuste 

consiste en linealizar las ecuaciones. 

Como ya hemos dicho con anterioridad, vamos a considerar tanto las 

coordenadas         como las         como observaciones, de manera que en realidad 

realizaremos un Ajuste Mínimos Cuadrados Mixto. 

Empezamos linealizando el modelo         : 

            

  
 
     

          

  
 
     

         

donde: 

  son los parámetros. 

  son las observaciones. 

   son los valores aproximados de los parámetros. 

   son los valores aproximados de las observaciones. 
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De manera que se llega a un ajuste Mixto de la forma: 

          

donde       

  
 
     

,      

  
 
     

y             . 

 

En este caso las ecuaciones que tenemos que linealizar son las siguientes: 

 

                        

                        

                        

  

 

Linealizaremos como ejemplo la primera de las ecuaciones: 

              

  
 
     

          

   

 
     

            

   

 
     

            

   

 
     

            

   

 
     

        

    

   

 
     

       
      

   

 
     

            

  
 
     

          

  
 
     

          

  
 
     

      

    

  
 
     

          

  
 
     

          

  
 
     

       

con  

                                 

 

Tomaremos la siguiente notación: 

                                  

          
                               

                                
      

          
                                

                                
 

                                                                               

                                                                                

De la misma manera procederíamos para linealizar  G y H, llegando finalmente a 

un sistema de la forma  

        

donde: 
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donde: 

  

  
                                 

  

  
                                

  

  
                

  

   
                                               

  

   
                            

  

   
                   

 
  

   
                                    

 
  

   
                                                  

 
  

   
                                                   

 
  

   
                                 

  

   
                                      

  

   
              

 
  

   
 

  

   
 

  

   
   

 
  

   
 

  

   
 

  

   
 

  

   
 

  

   
 

  

   
   

 

  

 

  
 

  

  
     

  

  
     

  

  
      

  

  
     

  

  
      

  

  
         

  

  
     

  

  
     

  

  
      

  

  
     

  

  
      

  

  
         

  

  
     

  

  
     

  

  
      

  

  
     

  

  
      

  

  
         

                    

  
 

 de orden       

donde: 
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2.1 Valores iniciales para el Ajuste Mixto Mínimos Cuadrados 

 

Para realizar el ajuste mixto por mínimos cuadrados se necesitan unos valores 

iniciales de los parámetros desde los cuales partir. Para determinarlos tomaremos uno de 

los puntos del cual conocemos sus coordenadas en los dos sistemas de referencia y 

calcularemos las transformaciones que hay que realizar sobre dichos ejes para hacerlos 

coincidir. Sin embargo, para facilitar los cálculos supondremos el problema equivalente 

de considerar un mismo sistema de referencia en el que se dan dos puntos distintos P y 

P’ y se quiere convertir uno en el otro. Para llevarlo a cabo se irán proyectando los 

puntos sobre los distintos planos y a continuación se irán rotando los ángulos que se 

vayan calculando. 

Empezaremos deduciendo la rotación sobre el eje Z para lo cual proyectamos los 

puntos sobre el plano XY. 

 
Figura.1  

 

 

 

En la Figura.1 se observa que el giro que tendremos que hacer para transformar 

la proyección de P’ en P viene dada por: 

        

siendo: 

         
 

 
 

         
 

 
 

 

Una vez calculado    se gira P’ alrededor del eje Z dicho ángulo obteniendo un 

nuevo punto P’. Para este nuevo punto obtenido hay que deducir el ángulo que hay que 
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rotar sobre el eje Y. El procedimiento se hace de forma análoga pero ahora la proyección 

de los puntos se hace sobre el eje XZ. El giro alrededor del eje Y vendrá dado por: 

 

        

siendo: 

         
 

 
 

         
 

 
 

Siguiendo el mismo procedimiento se calcula por último la rotación sobre el eje 

X que vendrá dada por: 

        

siendo: 

         
 

 
 

         
 

 
 

 

2.2 Reducción de los datos a los Baricentros de cada sistema  

 

Como ya señalamos en la introducción, en el caso en el que la diferencia entre 

los dos sistemas de referencia entre los que se quiere transformar sea muy grande, se 

puede producir un mal condicionamiento de la matriz del sistema de ecuaciones 

normales de manera que funcione el método que hemos detallado con anterioridad. Este 

fallo se puede obviar  usando el modelo de Badekas-Molodensky que consiste en 

referenciar los datos a un origen que será el  Baricentro de cada sistema de referencia 

realizando traslaciones y a partir de ahí realizar el ajuste mixto mínimos cuadrados para 

estimar los parámetros de la transformación. Finalizado el ajuste es necesario deshacer 

los cambios, esto es, deshacer las traslaciones. 

 

2.3 Soluciones y Formulación del AJUSTE MIXTO 

 

Una vez establecido el problema del Ajuste Mixto, donde las matrices   

     ,        , t y         (matriz de pesos) son conocidas, la solución  viene 

dada a partir de la siguiente formulación: 
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- La estimación de los parámetros viene dada por: 

 

                    

donde 

         

 

- Los residuales estimados son: 

 

                   

 

- La matriz de varianzas covarianzas de los parámetros         viene dada por: 

 

                  

 

       donde       es la matriz cofactor de los parámetros que viene dada por: 

                            

        y   la varianza a posteriori       es: 

     
      

   
 

- Las observaciones ajustadas    vienen dadas por 

 

        

        donde   son las observaciones sin ajustar. 
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3  Transformación entre sistemas de referencia conocidos los 7   

parámetros.  

 

La relación entre las coordenadas de los puntos del sistema origen o local, que 

vamos a denotar            y las coordenadas en el sistema final o global,           , 

como ya hemos visto en la sección anterior, viene dada por: 

 

                          

                          

                          

  

De manera que conociendo las coordenadas en el sistema origen, y los 

parámetros de la transformación, esto es, las rotaciones, las traslaciones y el factor de 

escala se pueden obtener las coordenadas del punto en el sistema final. 

Ahora bien, para transformar la matriz de varianzas covarianzas de las 

coordenadas en el sistema origen y obtener la matriz de varianzas covarianzas de las 

coordenadas en el sistema final es necesario usar la ley de propagación de la varianzas 

covarianzas, que nos dice que la nueva matriz de varianzas covarianzas transformada, 

      
, viene dada por: 

  
    

    
    

   

donde    es la matriz Jacobiana y        
 es la matriz de varianzas covarianzas de las 

coordenadas en el sistema origen que podemos expresar como: 

 

  
    

  

    
          

         
          

            
          

                       
                 

        
       

 

  

 

Sin embargo, si consideramos que no solo queremos transmitir los errores de las 

coordenadas en el sistema origen si no también queremos transmitir también los errores 

de los parámetros calculados, es decir los errores de las traslaciones, giros y factor de 

escala, tendremos que: 
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donde 

-    es la siguiente matriz: 

  

 

 
 
 
 
 
 
 

    

 
       

  
         

          
               

           

  
  

       
 

 
    

  
   

     
  

   
    

  
      

  
  

     
  

    

                        

               
  
        

       

 
               

           

              
  
        

         
     

 
        

              

             
  
       

         
            

 
               

                        

                        

                  
        

         
             

      

 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

 

que en realidad podemos descomponer en cuatro sub-matrices: 

  

 

  
 

  
    

 
   
   
   

 

 
   
   
   

   
   

  
 

 

donde       es la matriz de varianzas covarianzas de los parámetros y viene 

dada por: 

  
  

  

  
         

              

            

                
          
                      

 

  

que se puede determinar del ajuste mínimos cuadrados de la transformación de 7 

parámetros. 

 

-    es la matriz Jacobiana que viene dada por: 
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       donde: 
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